1. В классе находится учитель и несколько его лучших учеников. Найдите сколько учеников находится в классе, если возраст учителя больше их среднего возраста на 24 года и больше среднего возраста всех присутствующих в классе на 20 лет. 
Решение
Пусть имеется n учеников с возрастами [image: m_1;m_2; ... ;m_n]. Обозначим также возраст учителя за х. Тогда согласно условию: [image: \dfrac{m_1+m_2+...+m_n}{n}+24=x](учитывая средний только одних возраст учеников), откуда следует, что [image: m_1+m_2+...+m_n=n \cdot (x-24)]. Так как учитель имеет возраст на 20 лет больше общего среднего возраста, то [image: \dfrac{m_1+m_2+...+m_n+x}{n+1}+20=x]. Подставляя в последнее равенство вместо [image: m_1+m_2+...+m_n]выражение [image: n \cdot (x-24)]получаем, что [image: \dfrac{n \cdot (x-24)+x}{n+1}+20=x]
Домножая на знаменатель и раскрывая скобки приходим к равенству:
[image: xn-24n+x+20n+20=xn+x], откуда [image: 4n=20 \implies n=5]
2. Решите уравнение [image: x^2+5y^2+4xy+2y+1=0] 
Решение 
Перед нами классическое задание на выделение двух полных квадратов в левой части. Если Вы имеете дело с несколькими переменными и решение ищется не в целых, а в действительных числах, то самый широко используемый метод — представить левую часть в виде суммы квадратов. Заменим слагаемое [image: 5y^2]суммой [image: 4y^2 + y^2]и после соответствующей перегруппировки заметим двукратное применение формул сокращенного умножения: [image: x^2+4xy+4y^2+y^2+2y+1=0]. Свернем первые три слагаемых в [image: (x+2y)^2], а последние три в [image: (y+1)^2]. Тогда левая часть преобразуется к виду:[image: (x+2y)^2+(y+1)^2=0]. Сумма неотрицательных чисел [image: (x+2y)^2]и [image: (y+1)^2]может принимать нулевое значение только тогда, когда каждое из них равно нулю. Поэтому [image: (x+2y)^2=0]и [image: (y+1)^2=0]. Отсюда y=-1 и x=2.
3. Найти все значения m, при которых уравнение ||x-3|-10m+9| = 3 имеет ровно три корня (если таких m больше одного, укажите их сумму).


Решение: (чертёж схематический)
Число корней данного уравнения зависит от числа точек пересечения
графика функции y = ||x-3|-10m+9| и прямой y = 3.

В общем виде график функции |x - a| + b выглядит так:[image: http://www.seznaika.ru/images/stories/pp1.jpg]


1) Если b 0, то |x - a| + b  0 и y = ||x - a| + b| = |x - a| + b.
В этом случае трёх точек пересечения с прямой у = n быть не может.
2) Если b < 0, то график функции y = ||x - a| + b| выглядит так:[image: http://www.seznaika.ru/images/stories/pp2.jpg]

4. Имеются два раствора серной кислоты в воде, первый – 40 %,  второй – 60 %. Эти два раствора смешали, после чего добавили 5 кг чистой воды   и получили 20 % раствор. Если бы вместо 5 кг чистой воды добавили 5 кг 80 % раствора, то получился бы 70% раствор. Сколько было 40 % и 60 % растворов?
Решение:
	 
	Масса раствора
	Процентное содержание кислоты.
	Масса чистой кислоты.

	Первый раствор
	х кг
	40 %
	0,4 х кг

	Второй раствор
	у кг
	60 %
	0,6 у кг

	Вода
	5 кг
	 
	 

	Новый раствор
	(х + у + 5) кг
	20 %
	0,2(х + у + 5) кг


5.  
	 
	Масса раствора
	Процентное содержание кислоты
	Масса чистой кислоты.

	Первый раствор
	х кг
	40 %
	0,4 х кг

	Второй раствор
	у кг
	60 %
	0,6 у кг

	Третий раствор
	5 кг
	80 %
	0,8 . 5 кг

	Новый раствор
	(х + у + 5) кг
	70 %
	0,7(х + у + 5) кг


6. Получается система уравнений с двумя неизвестными:
7. 0,4х+0,6у=0.2(х+у+5)
8. 0,4х+0,6у+0,8*5=0.7(х+у+5)
9. x = 1
10. y = 2
11. Итак, получили, что 40 % раствора было 1 кг, а 60 % раствора – 2 кг.
12. Ответ: 1кг, 2 кг.
5. Решите уравнение : [image: http://www.seznaika.ru/images/stories/ol1.jpg]
Решение:
Умножим числитель и знаменатель каждой дроби на выражение, сопряженное знаменателю:
[image: http://www.seznaika.ru/images/stories/ol2.jpg]
6. Внутри равностороннего треугольника со стороной 8 находится равнобедренный треугольник АВС, в котором АС = ВС = 1, угол С=120°. Две вершины А и В могут лежать либо на одной стороне большого треугольника, либо на двух. Где при этом может оказаться вершина тупого угла – точка С? Нарисуйте это геометрическое место точек и найдите длину соответствующей линии.
Решение:
Если вершина А и В лежат на одной стороне треугольника, то вершина С лежит на отрезке прямой, параллельной этой стороне. Длина этого отрезка равна 8 - ?3. Пусть вершины А и В лежат на двух сторонах равностороннего треугольника с общей вершиной О. Тогда вокруг четырехугольника АСВО можно описать окружность (четырехугольник является вписанным). В этой окружности углы ВАС и ВОС равны, так как опираются на одну и ту же дугу с хордой ВС. Следовательно, угол ВОС равен 30°. Следовательно, третья вершина треугольника – точка С – лежит на биссектрисе угла равностороннего треугольника. Длина соответствующего отрезка биссектрисы равна 1. Итак, точка С может лежать на стороне некоторого равностороннего треугольника и на некоторых отрезках биссектрис внутренних углов этого треугольника. Длина шести звеньев этой линии равна 27 - 3?3.
[image: http://www.seznaika.ru/images/stories/ol4.jpg]
7. Натуральное число n таково, что 3n+1 и 10n+1 являются квадратами натуральных чисел. Докажите, что число 29n+11 — составное.
Решение
Пусть 3n + 1 = a2, 10n + 1 = b2, где a, b N, и пусть 29n + 11 равно простому числу p. 
Первый способ. Перемножим указанные равенства, в результате получим 30n2 + 13n + 1 = (ab)2. Вычитая из этого равенства верное равенство n2 + 2n + 1 = (n + 1)2, получим: 29n2 + 11n = (ab)2 - (n + 1)2. Отсюда np = (ab - n - 1)(ab + n + 1). Хотя бы один из множителей в правой части делится на p и потому не меньше p. Во всяком случае ab + n + 1p, откуда ab28n + 10. Возведем это неравенство в квадрат: (ab)2784n2 + 560n + 100. С другой стороны, (ab)2 = 30n2 + 13n + 1, что противоречит предыдущему. Утверждение доказано. 
Второй способ. Найдём такие вещественные числа x и y, что выполнено равенство
 x(3n + 1) + y(10n + 1) = 29n + 11 для любого n. Из системы линейных уравнений 
3x + 10y = 29, x + y = 11 получаем: x = , y = - . Таким образом, = 29n + 11, или (9a + 2b)(9a - 2b) = 7p. Заведомо 9a + 2b > 7, откуда 9a + 2bp > 29n. Так как 9a - 2b > 0, то 18a > 9a + 2b > 29n, откуда a > n, 3n + 1 = a2 > n2, n < 3. Непосредственно проверяется, что значения n = 1, 2 не подходят. 
8. В трапеции ABCD с боковой стороной CD = 30 диагонали пересекаются в точке E, а углы AED и BCD равны. Окружность радиуса 17, проходящая через точки C, D и E, пересекает основание AD в точке F и касается прямой BF. Найдите высоту трапеции и её основания.
Подсказка
Докажите, что треугольник FCD — равнобедренный, BC — касательная к описанной окружности треугольника FCD, треугольник BFC подобен треугольнику CFD, а треугольник ACF — треугольнику DBС. 
Решение
Обозначим [image: $ \angle$]CFD = [image: $ \angle$]CED = [image: $ \alpha$](вписанные углы, опирающиеся на одну и ту же дугу), тогда [image: $ \angle$]CDF = 180o - [image: $ \angle$]BCD = 180o - [image: $ \angle$]AED = [image: $ \angle$]CED = [image: $ \angle$]CFD = [image: $ \alpha$], то треугольник CFD — равнобедренный, поэтому его высота CH проходит через середину H отрезка DF и является искомой высотой данной трапеции. Пусть R —радиус окружности, описанной около треугольника CFD (по условию R = 17). По теореме синусов находим, что 
sinCFD = sinα = = = . 


Из прямоугольного треугольника CHD находим, что 
CH = CD sin = 30 . = . 
Поскольку [image: $ \angle$]BCF = [image: $ \angle$]CFD = [image: $ \angle$]CDF = [image: $ \alpha$], то по теореме, обратной теореме об угле между касательной и хордой, прямая BC касается окружности в точке C. Тогда BC = BF и [image: $ \angle$]BFC = [image: $ \angle$]BCF = [image: $ \angle$]CDF. Следовательно, во-первых: 
BC = FC : cos∠BCF = 15 : cosα = 15 : = 15 : = ; 
во-вторых: треугольник BFC подобен треугольнику CFD (равнобедренные треугольники с соответственно равными углами при основаниях), поэтому = , откуда 
FD = CD . . Поскольку [image: $ \angle$]CAF = [image: $ \angle$]ACB = [image: $ \angle$]CDB, [image: $ \angle$]ACF = [image: $ \angle$]BDF = [image: $ \angle$]CBD, то треугольники ACF и DBС подобны. Поэтому = , откуда AF = CD . . Ранее же было доказано, что FD = CD . , значит, AF = FD = 2CD cos[image: $ \angle$]CDF = 2 . 30 . = . Следовательно, AD = AF + FD = 2AF = . 
[image: http://files.school-collection.edu.ru/dlrstore/2084c896-b834-11db-a998-c6a2869daf17/101877_3_48.gif]
Ответ
[image: $ {\frac{450}{17}}$], [image: $ {\frac{255}{8}}$], [image: $ {\frac{960}{17}}$].
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